6  Понятие тензора

Тема 20    Тензоры первого и второго ранга
Многие величины задаются в виде числовых функций от точки в пространстве. В трёхмерном пространстве для полной характеризации точки необходимо знать значение не менее трёх числовых функций, именуемых координатами точки (х1, х2, х3). Каждая из этих координат есть функция точки, а совокупность (х1, х2, х3) полностью определяет эту точку. Тем не менее, понятие числовой функции точки или совокупности таких функций недостаточно для изучения многих задач. Многие геометрические и физические величины могут быть описаны в виде набора числовых функций после того, как в пространстве уже задан какой-то набор координат (х1, х2, х3). Числовая запись этих величин может измениться, если мы зададим другие координаты, например (z1, z2, z3), где xi = xi(z1, z2, z3), i = 1, 2, 3.

Рассмотрим вектор скорости при движении вдоль некоторой кривой 
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. В координатах (z) компоненты вектора скорости будут 
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. В координатах (х) этот же вектор имеет другие координаты 
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Тензоры – это важнейший класс из величин, числовая запись которых меняется при изменении координат. Вектор – простейший пример тензора. Скалярная величина – тривиальный пример тензора, так как его числовая запись при изменении координат не изменяется. 

Рассмотрим другие примеры тензоров.

1  Градиент числовой функции.
Если задана числовая функция 
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. Как выглядит градиент этой функции в координатах (z1, z2, z3), где каждая xi = xi(z1, z2, z3); i = 1, 2, 3?

 Итак, 
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Таким образом, 
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. Итак, градиент функции, как видим, иначе преобразуется при заменах координат, чем вектор скорости. 

Сравним формулы преобразования числовой записи для вектора скорости кривой и градиента функции:
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Пусть матрица 
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, называются ортогональными. Итак, градиент функции иначе преобразуется при заменах координат, чем вектор скорости. Это другой вид тензора, который называют ковектором в отличие от вектора скорости.

2 Риманова метрика.

Метрические понятия (длины и углы) задаются с помощью набора функций 
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Риманова метрика (
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Определим инвариантное понятие квадрата длины ковектора, который преобразуется по закону 
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3  Линейные операторы на векторах.

Пусть в каждой точке пространства с координатами (х1, х2, х3) задана матрица 
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Подведём итоги.

1) Скалярная величина – тензор нулевого ранга. Он не преобразуется при замене координат.

2) Вектор (типа скорости) 
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3) Ковектор (типа градиента функции) 
[image: image103.wmf](

)

(

)

z

i

x

i

x

x

x

x

'

'

=

®

=

; 
[image: image104.wmf]j

i

i

j

z

x

¶

¶

=

x

x

'

.

2) и 3) – есть тензоры первого ранга.
4) Скалярное произведение векторов
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5) Скалярное произведение ковекторов 
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6) Линейные операторы на векторах (ковекторах)
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Примеры 4), 5) ,6)  – есть тензоры второго ранга.
Тема 21   Общее определение тензора

Определение. Тензором (тензорным полем) типа 
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где 
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 – числовая запись тензора в координатах (х). Индексы 
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Таким образом, вектор скорости – это тензор типа (1, 0), ковектор – это тензор типа (0, 1), квадратичная форма на векторах – это тензор типа (0, 2), а квадратичная форма на ковекторах – это тензор типа (2, 0); линейный оператор на векторах и ковекторах – это тензор типа (1, 1). 

Теорема. Компоненты 
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◄Доказательство:

Известно, что 
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В любой точке пространства тензоры образуют линейное пространство:

если 
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– тензоры типа 
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 тоже есть тензор типа 
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 в этой же самой точке. Отметим, что тензор есть объект, прикреплённый к точке, и не существует правила сложения тензоров, прикреплённых к разным точкам. 

Если базисные координатные векторы в n-мерном пространстве с системой координат x1, …, xn обозначить через е1, е2, …, еn – базисные векторы, а базисные ковекторы обозначить через е1, е2, …, еn, то любой тензор можно записать в следующем виде: 
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Любой тензор 
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Порядок индексов в этой записи существенный. Итак, базис в линейном пространстве тензоров типа 
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Пример 1. Тензор напряжения.

Сила давления в каждой точке 
[image: image155.wmf](

)

3

2

1

,

,

x

x

x

x

=

, действующая на малую площадку площади 
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Пример 2. Тензор деформации.

Если сплошная среда в координатах 
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[image: image166.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

=

+

-

+

=

D

å

=

2

3

1

'

'

2

)

(

)

(

i

i

i

i

i

x

u

x

x

u

x

l



[image: image167.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

=

+

+

+

+

-

+

=

å

=

2

'

'

'

'

3

1

2

))

(

(

2

))

(

(

x

u

x

x

u

x

x

u

x

x

u

x

i

i

i

i

i

i

i

i

i



[image: image168.wmf]+

+

-

-

-

-

+

+

=

å

=

3

1

2

2

2

)

)

('

)

(

)

('

2

)

('

2

)

('

)

(

2

)

('

2

))

(

(

)

(

2

)

((

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

x

x

u

x

x

u

x

x

u

x

u

x

x

x

u

x

u

x

x
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Определение. Разность 
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 называется тензором деформации среды, где 
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Пусть в системе координат 
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. Закон преобразования компонент тензора будет:

[image: image189.wmf](

)

(

)

å

T

T

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

j

i

j

j

j

j

i

i

i

i

q

q

p

p

p

q

p

q

x

x

x

x

x

x

x

x

i

i

i

j

j

j

i

i

i

j

j

j

,

...

...

...

...

...

...

1

1

1

1

2

1

2

1

'

'

2

'

1

'

'

2

'

1

   или


[image: image190.wmf](

)

(

)

å

T

T

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

j

i

j

j

j

j

i

i

i

i

q

p

p

p

q

p

q

x

x

x

x

x

x

x

x

i

i

i

j

j

j

i

i

i

j

j

j

,

...

...

...

...

'

1

1

'

1

'

'

1

1

'

'

2

'

1

'

'

2

'

1

2

1

2

1

...

...

. 

1) Перестановка индексов.

Компоненты тензора, например 
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Итак, простейшая операция (перестановка индексов) приводит к построению нового тензора. Пусть 
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 – перестановка чисел 
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. Перестановка верхних индексов определяется аналогично. Нельзя переставлять между собой верхние и нижние индексы.

2) Сложение тензоров.
Мы отмечали, что если 
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Пусть 
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 – тензор второго ранга. 

Определение. Суммой тензоров типа 
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Аналогично сумме тензоров определяется и их разность. Таким образом, складывать и отнимать тензоры можно только одного и того же ранга.

3) Умножение тензоров.
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В результате этой операции мы получили тензор четвёртого ранга. 

Произведением тензоров 
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. Таким образом, можно перемножить тензоры любого ранга и типа. Здесь порядок сомножителей существенен.

Пример. Пусть задан вектор 
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4) Свёртывание тензоров (свёртка).
Определение. Для тензора 
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 . По дважды входящему сверху и снизу индексу 
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 мы производим суммирование от 1 до n.

Пример. Пусть задан тензор 
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Теорема. В результате перечисленных выше операций 1) – 4), получаем тензор, причём результаты их применений не зависят от выбора системы координат.

◄Доказательство:
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 . Перейдём к штрихованной системе координат:
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Сменим обозначения: 
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Таким образом ,
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2) Для тензора, свёрнутого по индексам 
[image: image259.wmf]k

i

¢

 и 
[image: image260.wmf]l

j

¢

, (
[image: image261.wmf]k

i

 и 
[image: image262.wmf]l

j

 означает,  что эти индексы пропущены) будем иметь: 
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Здесь 
[image: image270.wmf].
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Доказательство тензорности произведения следует из определения.  ►           

5) Поднятие и опускание индексов

В присутствии метрики 
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 можно определить операцию опускания индексов. Если 
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Определение. Переход от тензора 
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 называется опусканием индекса  
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Если 
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Для поднятия нижних индексов при наличии метрики 
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 необходимо рассмотреть обратную матрицу 
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. Это операция поднятия индексов.

Теорема. Если индекс опустить, а потом его поднять, то получим исходный тензор.

◄Доказательство. Имеем тензор 
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Тема 22   Тензоры типа (0, k)
Рассмотрим тензор типа (0, 1) – это ковектор (пример – градиент функции 
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Мы видим, что выражение 
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Таким образом, можно сказать, что символы 
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 есть базисные ковекторы 
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Рассмотрим тензор типа (0, 2).

Базис в пространстве таких тензоров составляет всевозможные произведения 
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Известно, что любой тензор типа (0, 2) распадается на сумму симметрического 
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В дифференциальной форме базис в пространстве симметрических тензоров будет записываться в виде 
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Пример. Риманова метрика 
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 есть пример симметрического тензора типа (0, 2). Его разложение по базису 
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Определение. Кососимметрическим тензором типа (0, k) называется такой тензор 
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Базис в пространстве таких тензоров состоит из элементов
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Для кососимметрического тензора 
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Определим теперь внешнее произведение двух кососимметрических тензоров типа (0, р) и (0, q) (дифференциальных форм ранга р и q соответственно). Пусть 
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Определим форму 
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Величины 
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 образуют тензор, который получается из тензоров 
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комбинацией операций тензоров произведения и перестановки индексов.

Какие существуют дифференциальные операции над тензорами, которые не зависят от системы координат? Пусть заданы функция 
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 – некоторый параметр, не связанный с пространством. Тогда можно взять частную производную по параметру 
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Эта операция не связана с геометрией пространства. Другой дифференциальной операцией, не связанной с римановой метрикой, является операция взятия градиента.

Если задана функция 
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. Это ковектор. Введём многомерное обобщение градиента на кососимметрические тензоры.

Определение. Пусть 
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 называется кососимметрический тензор типа (0, k + 1) с компонентами 
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Здесь значок 
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Примеры. 1) Пусть к + 1 = 1. В этом случае 
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Если n = 3, пространство и координаты  (х1, х2, х3) евклидовы, то тензору 
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3) Пусть n = 3 и задан кососимметрический тензор 
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Если координаты евклидовы (х1, х2, х3) и 
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, то в соответствии с указанным правилом сопоставления вектора кососимметрическому тензору, имеем 
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Определение. Операция, сопоставляющая в евклидовых координатах векторному полю 
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Теорема 1. Градиент dT кососимметрического тензора ранга к типа     (0, к) является кососимметрическим тензором ранга к + 1 типа (0, к + 1).

◄Доказательство. 

Пусть задана замена 
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По определению градиента тензора имеем  
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Подставив формулы (2) в (1), после преобразования убеждаемся, что 
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Имеем, что:


[image: image388.wmf](

)

-

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

-

¶

¶

=

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

T

T

T

T

T

T

T

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

d

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

l

l

l

l

l

l

l

l

l

2



[image: image389.wmf]=

¶

¶

¶

¶

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

=

¶

¶

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

-

¶

¶

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

¶

-

¶

¶

¶

¶

-

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

T

T

T

T

T

T

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

2



 EMBED Equation.3  [image: image390.wmf](
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Приведём другое определение градиента  кососимметрического тензора.

Тензору 
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Если 
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Теорема 2. Имеет место следующее тождество:
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◄Доказательство.
Из определения dT имеем, что 
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Отметим, что
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Переобозначим индексы суммирования: в q-ом слагаемом положим, что 
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Теорема 3. Дважды взятая операция градиента кососимметрического тензора даёт нуль: 
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◄Доказательство.
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Теорема 4. Пусть 
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◄Доказательство: Доказательство проведём для случая, когда формы 
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Тема 23   Ковариантное дифференцирование
Операция взятия градиента кососимметрического тензора приводит к кососимметрическому тензору ранга на единицу большего: 
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Отмечалось, что dT снова являлась тензором. Операция d единственная, не связанная ни с какой геометрией дифференциальная операция над тензорами в том смысле, что все остальные операции сводились к данной чисто алгебраическими операциями (перестановкой индексов, сложением, произведением, свёрткой). Обозначим результат операции

[image: image431.wmf]T

T

=

¶

¶

i

i

j

j

i

i

j

j

p

q

p

q

k

k

x

...

;

...

...

...

1

1

1

1

. В пространстве с декартовыми координатами (х1, …, хn) он не является тензором типа (p, q + 1) в общем случае.

Теорема 1. Если в пространстве заданы координаты и тензорное поле 
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 преобразуется как тензор типа (p, q + 1) при всех линейных заменах координат 
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◄Доказательство. Для линейных преобразований 
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  – закон преобразования тензора.    ►

Сделаем предположения: 1)операция взятия градиента существенно связана с евклидовой геометрией, 2) она применяется по формуле 
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 только в евклидовой геометрии, 3) результат этой операции есть тензор. 

По каким формулам эта операция должна применяться в других системах координат, связанных с евклидовыми нелинейной заменой? Для этого мы должны вычислить результат применения этой операции к тензорному полю T в евклидовых координатах (х1, …, хn),  затем преобразовать этот результат в другую систему координат xi = xi(z1, …, zn). Итак, по определению 
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 считается тензором. Тогда 
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Теорема 2. Если градиент векторного поля 
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Аналогичную теорему можно доказать и для ковекторного поля: если градиент ковекторного поля 
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Как видно, это разные формулы. Однако наборы 
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 здесь общие. Можно получить и общую теорему: Если градиент 
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 типа (р, q) преобразуется как тензор при любых заменах координат и в евклидовой системе координат вычисляется по формуле: 
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, то в любой другой системе координат х = х(z) он вычисляется по формуле: 
[image: image480.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

G

å

T

G

å

T

T

T

=

®

=

®

-

+

¶

¶

=

i

r

q

S

i

ir

p

S

i

r

k

k

r

S

p

q

S

S

p

S

q

k

k

k

k

k

k

x

l

l

l

l

l

l

l

l

1

...

)...

...(

1

...

...

...

;

~

~

~

~

1

1

1

1

. 
(запись 
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Например, для тензора второго ранга имеем:
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Выясним, каким образом набор 
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Пусть заданы евклидовы координаты (х1, …, хn), xi = xi(z(
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Из этих формул имеем: 
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   Итак, 
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(1)

Определение. Будем говорить, что задана операция ковариантного дифференцирования (взятия градиента) тензоров любого типа, если в любой системе координат (z1, …, zn) задан набор функций 
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Пусть в каждой системе координат (х1, …, хn) заданы величины 
[image: image506.wmf](

)

x

i

kj

G
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Теорема 3. При замене координат 
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◄Доказательство. Так как 
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Следствие 1. Символ 
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Следствие 2. Альтернированное выражение 
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◄Доказательство. Из формулы в условии теоремы видно, что при перестановке индексов 
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Определение. Связность 
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Ковариантное дифференцирование тензоров любого ранга однозначно определяется следующими требованиями:

1) ковариантное дифференцирование есть линейная операция; 

2) ковариантная производная тензора нулевого ранга, есть обычная производная 
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3) ковариантная производная векторного и ковекторного полей определяется формулами: 
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4) ковариантная производная произведения:
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Теорема 4. При выполнении перечисленных выше условий 1–4 ковариантная производная тензоров второго ранга задаётся следующими формулами:
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◄Доказательство. Проведём для тензоров 
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типа (0, 2). Пусть 
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. Значит, компоненты тензора 
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Пусть задан вектор 
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. Это есть тензор того же типа в точке Р. Пусть теперь в пространстве заданы координаты (х1, …, хn), ковариантное дифференцирование 
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Определение. Будем говорить, что векторное (тензорное) поле Т ковариантно постоянно или параллельно вдоль кривой 
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Пример. Если мы двигаемся вдоль кривой 
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 и если производная функции f по направлению вектора скорости этой кривой равна нулю, то функция не меняется вдоль кривой: 
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Понятие параллельности зависит от кривой. Исключение представляет лишь  евклидова геометрия: в евклидовых координатах (х1, …, хn) определяются параллельные векторные поля, имеющие постоянные компоненты в этих координатах. Эти поля параллельны вдоль любой кривой. Так как результат ковариантного дифференцирования не зависит от выбора координат, то те же поля будут параллельны в любой системе координат (z), хотя у них в новой системе координат компоненты будут зависеть от точки. Итак, понятие параллельности векторов в разных точках зависит как от способа ковариантного дифференцирования, так и от пути, соединяющего эти две точки.
Определение. Параллельным переносом вектора 
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. Это есть уравнение параллельного переноса.

Из теории дифференциальных уравнений можно сделать вывод, что вдоль любой фиксированной гладкой кривой результат параллельного переноса существует, однозначно определяется начальным вектором 
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Если связность евклидова, то есть для них 
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. Значит, в евклидовой геометрии и евклидовых координатах параллельными вдоль любой кривой являются векторы, прикреплённые к разным точкам и имеющие одинаковые компоненты. В любых координатах результат параллельного переноса вектора вдоль кривой не зависит от кривой, если геометрия евклидова.

Рассмотрим линии, являющиеся аналогом прямых для случая произвольной связности. Это геодезические линии.

Определение. Линия 
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Если 
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 в этой точке существует единственная геодезическая линия связности 
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Приведем еще одно определение геодезической линии (рис. 46).
Определение. Линия на поверхности называется геодезической, если её главная нормаль во всех точках линии совпадает с нормалью к поверхности.
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Рисунок 46
Прямая линия считается геодезической, так как любая нормаль к прямой может быть принята за главную. На сфере геодезическими линиями являются окружности больших кругов, т. к. главная нормаль такой окружности в каждой её точке проходит через центр сферы и совпадает с нормалью к сфере. Выведем формулу для нахождения геодезической линии. 
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Вектор 
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 направлен по главной нормали к линии, а так как линия геодезическая, то он перпендикулярен касательной плоскости поверхности.
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Умножим последнее равенство сначала на 
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Дифференцируем по u и v равенства (3):
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Из последних равенств имеем, что:
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Следовательно,
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При интегрировании (4) и (5) следует учесть, что 
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Уравнения (4), (5), (6) позволяют выразить вдоль геодезической координаты u, v как функции от параметра 
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. Более простым уравнением является следующее дифференциальное уравнение, непосредственно связывающее u и v:
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. С помощью этих равенств находим из 4) и 5)  


[image: image639.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

+

¶

¶

=

du

dv

u

G

E

du

dv

v

G

G

v

E

E

du

dv

u

G

G

u

E

E

v

E

G

du

v

d

3

2

2

2

2

1

2

1

1

1

2

1

2

1

.

Согласно теории дифференциальных уравнений последнее равенство определяет однозначно v как функцию от u,  если при некотором  u = u0 будут заданы значения  v = v0  и  
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 задаёт направление геодезической, то через каждую точку поверхности в данном направлении проходит одна и только одна геодезическая линия. 

Мы встретились с двумя определениями евклидовых координат:

1) координаты евклидовы, если метрика 
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Понятие связности и понятие римановой метрики не связаны между собой. Однако существует способ сопоставить метрике связность.

Определение. Связность 
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Связности, согласованные с данной метрикой, описываются следующей теоремой.

Теорема 5. Если метрика невыраждена (то есть 
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◄Доказательство.  По  определению 
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 в силу симметричности связности. Поэтому, 
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Следствие. Если координаты выбраны так, что в данной точке все первые производные от 
[image: image672.wmf]g
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 равны нулю, то в этой точке символы Кристоффеля равны нулю (для симметричной связности, согласованной с метрикой).

Для векторных полей мы имеем в любых координатах (х1, …, хn
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. Обозначим 
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 – тензор кручения. 
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Теорема 6. Для симметричных связностей и для любого векторного поля 
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. Если связность евклидова, то 
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Тензор кривизны обладает следующими свойствами:

1) 
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2) для симметричной связности имеет место 
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3) для связности, согласованной с метрикой 
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4) для тензора кривизны симметричной связности, согласованной с метрикой 
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Отметим, что, если тензор Римана не обращается в нуль, то нельзя ввести евклидовы координаты, в которых 
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